Varianta 1

1. a) Se considera numerele rationale x,y,z astfel incat  xy + yz + zx = 2020.

Aratati cd numarul A= \/(2020 + x2)(2020 + y?)(2020 + z?2) este numar rational.

b) Determinati numerele reale pozitive a si b, cu a+b<3, pentru care

vab+V3—a—-b=2 (Gazeta matematicd)

2. Fie a,b,c numere reale pozitive astfel incat a = 13- 2v/bc, b = 2v/ac — 11, ¢ =2+/ab -2
Stabiliti daca numerele a,b,c pot fi lungimile laturilor unui triunghi.

3. Tn cubul ABCDA'B'C'D’ notim cu M,N,P mijloacele muchiilor AB, B'C’ respectiv DD’
Aflati sinusul unghiului format de dreapta CM. si planul (MNP), precum si sinusul
unghiului format de planele (MNP) si (MNC).

4. Se considera AABC cu [AB]=[AC] si m(BAC) <90° . Fie un punct T in exteriorul
planului (Abc), astfel incat planele (ABC) si (BTC) sa fie perpendiculare, iar proiectia
punctului T pe BC sa apartind segmentului (BC). Construim TM LAB, M€ AB si
TNLAC, N€ AC. Aritati cd m(4BAC)=90° daca si numai daci AM+AN=BM+CN.



Barem

1. a) Se considera numerele rationale x,y,z astfel incat  xy + yz + zx = 2020.

Aritati ci numarul A= /(2020 + x2)(2020 + ¥2)(2020 + z2) este numr rational.

b) Determinati numerele reale pozitive a si b, cu atb<3, pentru care

Solutie:

a) Avem 2020 +x%=Xy +yz+zX +X°= Y(X+Z) +X(X+Z) =(X+Z)(XHY).overrrrerereenn. 2p
Analog obtinem2020 +y?= (y+x)(y+z) si 2020+2%= (Z+X)(ZH+Y).eovvvvrrrerrsrereane. 1p
Atunci /(2020 + x2) (2020 + y2)(2020 + 22) = |(X+Y)(Y+Z)(Z+X)|-cvvvrerrrenee. 1p

b) Dacivab +V3 —a — b =2, atunci V3 — a — b = 2 - vJab. Dupa ridicare la patrat
si grupare convenabila a termenilor, obtinem (vVab -1)* +(vVa — Vb)?*=0.......2p
In final avem a=b=1 §1 VErificare...........ccccsouiriieniieniiiiiie e 1p
2. Fie a,b,c numere reale pozitive astfel incat a = 13- 2v/bc, b = 2v/ac — 11, ¢ =2+ab -2
Stabiliti daca numerele a,b,c pot fi lungimile laturilor unui triunghi.

Solutie:

Adunim cele trei relatii si obtinem: atb+c = 2v/ac +2vab -2Vbc.........cccoouu...... 1p

Atunci (Va Vb -vc) 2 =0, de unde V@ =vVB +VC.uooveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeen, 2p
Ridicam relatia la patrat si cum b+c+2vbc > b + ¢, deducem cia> b +c........... 3p
Atunci a,b,c nu pot fi lungimile laturilor unui triunghi.........ccccooiiiiiiine, 1p

3. In cubul ABCDA'B'C'D' notim cu M,N,P mijloacele muchiilor AB, B'C' respectiv
DD'. Aflati sinusul unghiului format de dreapta CM. si planul (MNP), precum si
sinusul unghiului format de planele (MNP) si (MNC).

Solutie:

Fie AB =2a. Atunci CM=CN=CP =av/5 si MN=NP=MP=aV6.............cccc.cserrrrrrrrrrr.. 1p
COL (MNP) unde O este centrul cercului circumscris triunghiului echilateral MNP,
unghiul cautat fiind CMO.........cooiiiiiiiii e Ip
OM = av2 si CO=aV/3 (dupi aplicarea teoremei lui Pitagora in triunghiul COM......1p
Atunci sin ACMO=$ .................................................................................................. 1p.
(MNP)N(MNC)=MN, CTL MN si COL (MNP), rezulta TOL MN si unghiul cautat este
O 1O TP O PP RPUP PRSPPI 2p

Tn final, sin ACTO:@ .................................................................................................. 1p



4. Se considera AABC cu [AB]=[AC] si m(BAC) <90° . Fie un punct T in exteriorul
planului (ABC), astfel incat planele (ABC) si (BTC) sa fie perpendiculare, iar
proiectia punctului T pe BC sa apartind segmentului (BC). Construim TM LAB, M€
AB si TNLAC, Ne AC. Aratati cd m(4BAC)=90° daca si numai daca
AM+AN=BM+CN.

Solutie

=Fie TPL BC,P € (BC) = TP L (ABC) = PM L ABsi PN L AC..... 1p
Atunci m(£A)=90° = AMPN dreptunghi =

AM + AN = PM + PN.....1p

AMBP siAPNC dreptunghice isoscele, deci PM = BMsi PN = CN,

deci AM+AN=BM+CN. ........ 1p

< AM+AN=BM+CN = AM+AN+BM+CN=2AB= AM+AN=AB........ 1p
MB = PB - cosB si NC = CP - cosC ................ 1p

4B=4C, deci MB+NC=(PB+CP) - cosB, deci cosB=2=......1p

Fie ADL BC , D€ (BC) =2 cosB = 22 = &
AB AB

deci BC? = 2AB? = AB? + AC?...... 1p



